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0 Zusammenfassung

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit dem semilinearen elliptischen Randwert-
problem

—Au=u’P+AIu inQ
u>0 in 2 (0.1)
u =0 auf 002

mit p:=2*—-1= Z—J_rg und A € R auf einem beschrankten Gebiet 2 C R", n > 3.
Unser Ziel ist es, Bedingungen an A zu formulieren, so dass (0.1) eine schwache
Losung v € H}(Q) besitzt. Dabei ist es uns wichtig, eine scharfe Bedingung an
A aufzustellen, d.h. sobald X\ die gestellte Bedingung nicht erfiillt, sollen Gebiete
existieren, auf denen (0.1) keine Losung besitzt. Wir folgen in dieser Ausarbeitung
im Wesentlichen der Darstellung in [BN83] und alle von uns présentierten Aussagen
und Beweise ohne angegebene Referenz beziehen sich darauf.

Konkret sind wir wie folgt vorgegangen:

Unsere Losungsstrategie ist das Losen des restringierten Minimierungsproblems
. 2 2
min [ Vuly = Aflullz

. we H} Q) - (0.2)
s.t.
[uflpra =1

Zuniachst diskutieren wir in Kapitel 2 als Einfithrung den subkritischen Fall 2 <
p+1 < 2*. Wir werden fiir geeignete A mit der direkten Methode der Variationsrech-
nung und der schwachen Abgeschlossenheit der Nebenbedingungsmenge eine Losung
des Minimierungsproblems (0.2) erhalten. Die schwache Abgeschlossenheit folgt
dabei aus der Kompaktheit der Einbettung H] (2) < LPT(Q) fiir p+1 < 2*. Der ab-
strakte funktionalanalytische Satz iiber die Existenz von Lagrange-Multiplikatoren,
welchen wir zu Beginn von Kapitel 2 einfithren werden, liefert dann eine Gleichung
fiir den gefundenen Minimierer, die wir durch Skalierung auf die gewiinschte Form
aus (0.1) bringen konnen. Die Positivitdt der Losung schlieflen wir mit dem starken
Maximumprinzip fiir subharmonische Funktionen.

Anschlielend starten wir in Kapitel 3 mit der Behandlung des eigentlichen Problems
p+ 1 = 2% Nun steht uns im Gegensatz zum kritischen Fall keine Kompaktheits-
aussage zur Verfiigung, da die Einbettung H}(Q2) — L* () nicht kompakt ist. Als
Konsequenz ist es uns nicht moglich, die schwache Abgeschlossenheit der Nebenbe-
dingungsmenge aus (0.2) zu zeigen und wir miissen anders argumentieren. Dazu
betrachten wir

Syo= inf ||Vl = Aul2
e (N VI
[[uflo=1

und die beste Einbettungskonstante fiir die Einbettung H{ () < L¥ ():
S:= inf ||[Vulf.

ueHL(Q)
lluflox=1



Eine Funktion u, welche S realisiert, 16st offenbar (0.2) und wir konnen dann wie
im subkritischen Fall auf eine Losung des Ausgangsproblems (0.1) schlieflen. Wir
werden sehen, dass die ausschlaggebende Bedingung fiir die Existenz einer solchen
Funktion u, die Relation S, < S sein wird, so dass wir uns nur noch iiberlegen
miissen, fiir welche A\ diese Relation gilt. Erstaunlicherweise miissen wir dabei die
Raumdimensionen n = 3 und n > 3 separat betrachten. Dabei werden wir im Fall
n = 3 nur ein Existenzresultat fiir Kugeln beweisen.

Abschlielend wollen wir in Kapitel 4 zeigen, dass die geforderten Bedingungen an
A, welche in Kapitel 3 gefunden wurden, auch tatsachlich notwendig sind. Um dem
nachzukommen, werden wir einige Nichtexistenzresultate formulieren und beweisen.
Die notigen Mittel dafiir sind im Wesentlichen die sogenannte Pohozaev-Identitat
und ein Symmetrieresultat fiir glatte Losungen von (0.1). Da wir aber nicht lediglich
die Existenz von glatten Losungen fiir gewisse A ausschliefen wollen, verwenden wir
dariiber hinaus noch eine Regularitdtsaussage fiir Losungen von (0.1) auf glatten
Gebieten.
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1.1 Historische Bemerkungen

1 Einleitung

1.1 Historische Bemerkungen

Partielle Differentialgleichungen (engl.: Partial Differential Equation(s)) bilden
ein grofes Teilgebiet der angewandten Analysis und dienen der Modellierung von
Vorgangen aus allen naturwissenschaftlichen Bereichen. Die Untersuchung von
PDEs, vorwiegend im Bereich Kontinuumsmechanik, begann im 18. Jahrhundert
mit wichtigen Beitragen von Lagrange, d’Alembert, Euler und Laplace. Seit dem
19. Jahrhundert stellen PDEs neben dem Modellierungsaspekt auch ein wichtiges
Hilfsmittel fiir andere Teilgebiete der Mathematik dar. Diese historischen Informa-
tionen sind [BB98] entnommen.

Die Frage nach der Existenz einer Losung ist neben der nach der Eindeutigkeit von
Losungen fundamental bei der Analyse einer PDE. Wahrend die Existenzfrage bei
linearen PDEs verhaltnismaflig einfach zu beantworten ist, ist sie bei nichtlinearen
PDEs weitaus schwieriger zu klaren und steht daher bis heute im Fokus der moder-
nen mathematischen Forschung.

Wir untersuchen das nichtlineare Randwertproblem (0.1) auf die Existenz einer
schwachen Losung, d.h. wir suchen ein u € HJ(Q2) mit u > 0 fast iiberall in
und

/Vu-Vgoz/upcp—l—)\/ugo Vo € Hy ().
Q Q Q

Dabei ist 2 C R" ein beschranktes Gebiet, A € R und ¢ = p 4+ 1 = 2* der kritische

Sobolev-Exponent fiir die Einbettung H}(Q) < LI(Q).

PDEs mit kritischem Exponenten kommen tatsachlich in einigen Bereichen der

Mathematik vor. Das bekannteste Beispiel ist das aus der Differentialgeometrie

stammende Yamabe Problem aus dem Jahre 1960, benannt nach dem japanischen

Mathematiker H. Yamabe. Yamabe behauptete, dass es fiir eine kompakte Rie-

mannsche Mannigfaltigkeit (M, d) der Dimension n > 3 eine zu d konforme Metrik

d mit konstanter Skalarkriimmung gibt.

Es lasst sich zeigen, dass dieses Problem aquivalent zur Frage nach der Existenz

einer Funktion v mit v > 0 in M und

_47’L
n

—1
2Adu+Ru =Cu’ in M

ist. Dabei ist C' eine Konstante, R die Skalarkrimmung der Metrik d und p = 2*—1.
Nachdem N. Trudinger einen Fehler im urspriinglichen Beweis von Yamabe ent-
deckt hat, befasste sich der franzosische Mathematiker T. Aubin mit dem Problem
und erhielt 1975 eine Losung fiir Dimensionen n > 6. Die restlichen Falle wurden
schlieflich vom amerikanischen Mathematiker R. Schoen analysiert.

Die obigen Informationen zum Yamabe Problem entstammen [BB98]. Fiir weitere
Beispiele mit kritischem Exponenten sei auf [BN83] verwiesen.

Bei der Analyse unseres Modellproblems (0.1) folgen wir dem Vorgehen von H.
Brezis und L. Nirenberg in [BN83|, welches auf einer fritheren Arbeit von Aubin




1.2 Zusammenstellung der Ergebnisse

zum Yamabe-Prolem basiert, vgl. [Aub76].

Fiir unsere Nichtexistenzresultate greifen wir auf die nach dem russischen Mathe-
matiker S. Pohozaev benannte Pohozaev-Identitat zuriick und machen Gebrauch
von einem Symmetrieresultat von Gidas, Ni und Nirenberg, vgl. [GNN79].

1.2 Zusammenstellung der Ergebnisse

Wir wollen anhand von Bifurkationsdiagrammen die Ergebnisse dieser Arbeit zusam-
menstellen, vgl. [AMO07, p. 181]. Fiir den subkritischen Fall nimmt das Bifurka-
tionsdiagramm fiir Losungen von (0.1) die folgende Gestalt an.

A

0 Py '

Abb. 1: Bifurkationsdiagramm fiir Losungen von (0.1) auf einem beschrinkten Ge-
biet 2 C R™, n > 3 bei subkritischem Exponenten 2 < p+ 1 < 2*.

Das Diagramm ist wie folgt zu verstehen: Ein Punkt auf dem Graphen stellt eine
Losung der Gleichung dar. Gibt es zu einem Wert A ein y # 0, so dass der Punkt
(A\,y) auf dem Graphen liegt, so existiert zu diesem A eine (nichttriviale) Losung
von (0.1). Andererseits stehen Punkte (A, y) mit y = 0 fiir triviale Losungen der
Gleichung. Diese l6sen nicht das Randwertproblem (0.1).

Zunachst ist festzustellen, dass fiir A < A; eine Losung des subkritischen Problems
existiert. Insbesondere muss keine Positivitat an A fiir die Existenz einer Losung
gefordert werden, d.h. es existieren auch Losungen im Fall A < 0. Diesen Exis-
tenzbeweis werden wir in Abschnitt 2 fiihren, vgl. Satz 2.2.

AuBlerdem kénnen wir der Abbildung entnehmen, dass fiir A > A; keine Losung des
Problems existiert. Dieses Resultat werden wir im Abschnitt Nichtexistenzresultate
beweisen, vgl. Satz 4.1.

Des Weiteren ist festzuhalten, dass wir ein und dasselbe Bifurkationsdiagramm fiir
alle Raumdimensionen n > 3 erhalten. Dass dies nicht selbstverstandlich ist, zeigen
die Bifurkationsdiagramme fiir den kritischen Fall, welche wir nun diskutieren wer-
den. Es sind die Raumdimensionen n > 3 und n = 3 separat zu betrachten.




1.2 Zusammenstellung der Ergebnisse

- > >

0 y) 1 A 0 A / | A

Abb. 2: Bifurkationsdiagramm fiir Losungen von (0.1) auf einem beschriankten strikt
sternformigen Gebiet 2 C R™ um den Ursprung bei kritischem Exponenten
p+ 1= 2% links: Dimension n > 3, rechts: Dimension n = 3.

Wir wollen Parallelen und Unterschiede zum subkritischen Fall feststellen. Es
ist leicht zu erkennen, dass die einzige Gemeinsamkeit zwischen den Abbildungen 1
und 2 darin besteht, dass beide die Nichtexistenz fiir A > A\ beinhalten. Tatsachlich
werden wir beim Nichtexistenzbeweis fir A > \; den kritischen und den subkritschen
Fall auf einmal behandeln, vgl. Satz 4.1.

Wir betrachten zunéchst das Diagramm fiir Raumdimensionen n > 3 genauer. Der
Hauptunterschied zu Abbildung 1 ist die Nichtexistenz fir A < 0. Wéahrend im
subkritischen Fall auch Losungen fiir A < 0 existieren, ist die Positivitat von A im
kritischen Fall notwendig fiir die Existenz einer Losung. Dieses Nichtexistenzresultat
werden wir aus der Pohozaev-Identitat schliefen, vgl. Satz 4.3 und Korollar 4.5.
Weiter verrdt das Diagramm, dass fir A € (0, A;) eine Losung des kritischen Pro-
blems existiert, vgl. Satz 3.5. Ferner ist das singulare Verhalten der kritischen Kurve
fir A = 0 auffallig, was sich wie folgt erklaren lasst: Fir eine beschrankte Folge
von Losungen (uy) des kritischen Problems zu A, N\, 0 wiirden wir eine Teilfolge
finden, welche das Problem zu A = 0 lost, im Widerspruch zum oben genannten
Nichtexistenzresultat.

Nun wollen wir das Diagramm fiir Raumdimension n = 3 diskutieren. Aus dem
Bifurkationsdiagramm konnen wir schlieflen, dass genau dann eine Losung existiert,
wenn A € (A*; A\;) mit einer Schranke A* > 0, vgl. Satz 5.1. Wir werden das Problem
in drei Dimensionen aber nicht fiir allgemeine Gebiete losen, sondern betrachten nur
Kugeln und werden \* = % erhalten. Dabei fithren wir die Beweise nur fiir die
Einheitskugel, vgl. Satz 3.7 und Korollar 4.8, geben aber eine Verallgemeinerung
auf beliebige Kugeln an, vgl. Bemerkung 3.8 und Bemerkung 4.9.

Schliefflich begriindet sich das singulare Verhalten der Kurve wieder genau wie oben
beschrieben aus der Nichtexistenz fur A < A\*.




2.1 Langrange-Multiplikatoren

2 Der subkritische Fall: Existenz von Losungen
Wir betrachten das Problem (0.1), also

—Au=uv"P+ X in{
u>0 in O (2.1)
u=>0 auf 0f)

fiir ein beschranktes Gebiet {2 C R™, n > 3 unter der Voraussetzung 2 < p+1 < 2*.
Wir werden sehen, dass wir das Problem mit der direkten Methode behandeln
konnen und es wird klar, wo die Schwierigkeiten im kritischen Fall liegen.

Ein wichtiges Hilfsmittel sowohl fiir den subkritischen als auch den kritischen Fall
ist das Konzept der Lagrange-Multiplikatoren.

2.1 Langrange-Multiplikatoren

Ziel dieses Unterabschnitts ist die Konstruktion eines Ersatzes fiir die Euler-
Lagrange Gleichung fiir restringierte Minimierungsprobleme. Wir folgen dabei der
Darstellung in [Sch13, pp. 271-273].

Gegeben seien ein Hilbertraum X und zwei Funktionale A,¢ : X — R. Das
Funktional ¢ beschreibt dabei die Nebenbedingung, so dass die Aufgabe lautet:

Finde u* € N := {¢ = 0} mit A(u") = inf{A(v)|v € N}.

Wir fragen uns nun, unter welchen Voraussetzungen eine Gleichung fiir den Mini-
mierer u* gilt. Das folgende fundamentale Resultat der Funktionalanalysis beant-
wortet uns diese Frage.

Satz 2.1 (Lagrange-Multiplikatoren). Seien X ein Hilbertraum, u* € X und A, ¢ €
CH(X;R) stetig Fréchet-differenzierbare Funktionale auf X. Es gelten die folgenden
Bedingungen:

(L1) Die lineare Abbildung Do(u*) : X — R sei surjektiv.
(L2) Zulissigkeit: u* € N := {u € X|¢p(u) =0}

(L3) Minimalititseigenschaft: A(u*) = inf{A(v)|lv € N}
Dann existiert ein p € R mat

(DA(u"), ) = u(Do(u”), ) Vo € X. (2.2)

Beweis. Zunachst zerlegen wir X orthogonal in X = K &; R mit K =
Kern (D¢(u*)). Aus der Eigenschaft (L1) folgt dann die Bijektivitdt der linearen
stetigen Abbildung D¢(u*)|r : R — R und somit die Existenz einer stetigen In-
versen. Weiter folgt aus (L1), dass R eindimensional ist.

Wir definieren nun fi := DA(u*) o (Do(u*)|g)”™" : R — R. Die so definierte
Abbildung /i ist linear und stetig, also darstellbar als fi(x) = px fiir ein g € R. Wir
zeigen, dass dieses u bereits die Relation (2.2) erfiillt.




2.1 Langrange-Multiplikatoren

Sei ¢ € K beliebig. Wir betrachten einen stetig differenzierbaren Weg v €
C'((—¢,€); N) mit 4(0) = u* und 7' (0) = pg. Aus der Minimalititseigenschaft (L3)
folgt die Minimalitét von Q(t) := A (v(¢)) in ¢ = 0. Die Abbildung @ : (—¢,e) - R
ist als Verkettung stetig differenzierbarer Abbildungen selbst stetig differenzierbar
und wir konnen schlieflen

0=Q'(0) = (DA(1(0)),7'(0)) = (DA (u") , k).

Da ¢x € K gewahlt war, ist die rechte Seite in (2.2) ebenfalls 0 und damit die
gewlinschte Relation fiir ¢y erfillt.
Sei nun @i € R beliebig. Dann ist

(D¢ (u*) ) = 1t (D (u7) , or)) = (DA (u”), o),

und somit (2.2) fiir pp erfiillt.

7

Zusammen folgt aus X = K @, R die Relation (2.2) fiir alle p € X. O
A=2
iﬁ] A=3

Abb. 3: Zerlegung in tangentiale und normale Variationen an N (¢g € R, ¢; € K)

Die obige Abbildung verdeutlicht die Beweisidee von Satz 2.1 und entstammt
[Sch13, p. 272]. Fir einen rigorosen Nachweis der Existenz eines Weges v aus
obigem Beweis sei auf [Sch13, p. 273] verwiesen. Wesentliches Hilfsmittel dabei ist
die Darstellung der Nebenbedingungsmenge N als Graph mithilfe des Satzes iiber
implizite Funktionen im Banachraum. Des Weiteren behalt der Satz auch bei mehr
als einer Nebenbedingung, also fir ¢ : X — R™ m € N seine Glltigkeit. Der
Beweis verlauft analog, man beachte allerdings dim R = m und p € R™.




2.2 Existenz bei subkritischem Exponenten

2.2 Existenz bei subkritischem Exponenten

Nun wollen wir den Satz iiber die Existenz von Lagrange-Multiplikatoren im Hilbert-
raum X := H}(Q) anwenden, um Losungen unserer PDE (2.1) zu erhalten.
Wir werden das Funktional

A: X =R, Au) := [|[Vull3 — Mull3 (2.3)
auf der Sphére N := {u € X]|||u||p+1 = 1} minimieren. Wir setzen daher
1
: o +1
61X >R () = gt -~

so dass N = {u € X|¢(u) = 0}. Es ist nicht schwer nachzurechnen, dass A und ¢
von der Klasse C'(X;R) sind, mit den Ableitungsvorschriften

DA(u) : X - R, o — (DA(u), ) :==2 / (Vu -V — Aup), (2.4)

Do(u): X = R, o (Do(u /|u|p Lug (2.5)

fir v € X. Bevor wir nun zu unserem ersten EXlstenzsatz kommen, wieder-
holen wir an dieser Stelle die Rayleigh-Ritz Charakterisierung des kleinsten Eigen-
werts von —A zu homogenen Dirichlet-Randbedingungen als Infimum des Rayleigh-
Quotienten:

[Vull3

werb@\{oy |ull3

)\1 =

Nun ist die notige Vorarbeit getan und wir konnen unseren ersten Existenzsatz
beweisen. Als Referenz sei hier [Str08, pp. 14-16] angegeben.

Satz 2.2 (Existenzsatz fiir subkritischen Fall). Sei Q C R", n > 3 ein beschrdnktes
Gebiet und X € (—oo, \1). Dann existiert eine schwache Liosung u € H(Q) zum
subkritischen Problem (2.1).

Beweis. Wir minimieren A aus (2.3) auf der Menge N. Dazu iiberpriifen wir die
Voraussetzungen der direkten Methode der Variationsrechnung.

(Reflexivitdt) Der Raum X = Hj () ist als Hilbertraum reflexiv.
(Beschréanktheit) Unmittelbar aus der Definition von A; folgt fiir A > 0

A
Alu) = [Vulll = Mul3 > (1 - —) [Vl

und fur A <0
Alu) = [[Vull3 = Alull3 > [[Vull3.

Zusammen liefert dies fur A < A\;

A(u) > min {1 — % 1} [Vul3 > 0. (2.6)
1

10



2.2 Existenz bei subkritischem Exponenten

(Koerzivitat) Die Koerzivitdt von A folgt direkt aus (2.6) und der Poincaré-
Ungleichung.

(schwache Unterhalbstetigkeit) Zunéchst ist festzustellen, dass sich aus der Poincaré-
Ungleichung fiir u € H}(Q)
IVulla < [[Vulls + flulls = [Jull @) < (14 C)[Vullz

ergibt. Somit ist ||ull 1) = [[Vullz fiir u € Hg(Q) eine zu || - || g1y dquivalente
Norm auf H}(Q).

Sei nun (uy,);, eine Folge in H}(Q) mit u, — @ in H (). Die schwache Unterhalb-
stetigkeit der Norm impliziert

IVal3 < liminf ||V 3.

Nach dem Kompaktheitssatz von Rellich-Kondrachov gilt nach Ubergang zu einer
Teilfolge
up — U stark in L*(Q),

also konnen wir schlielen

A(a) = [IVall; = Allall; < liminf [V |3 — Mim [Jug 3
< liminf {||Vug |5 — AlJuell3}
= lim inf A(ug).

(schwache Abgeschlossenheit von N) Sei (ug)y, eine Folge in N mit uy — @ in Hg ().
Wegen p + 1 < 2* ist die stetige Einbettung Hj(Q2) < LP™1(Q) sogar kompakt. Es
folgt die starke Konvergenz uz — @ in LPT(Q) fiir eine Teilfolge und somit

1= [Jugllprr — [[@llpra,

alsou € N.

Es sind alle Voraussetzungen der direkten Methode erfiillt und wir erhalten mit
der schwachen Abgeschlossenheit von N die Existenz eines Minimierers u* € N mit
Minimalitatseigenschaft

A(u*) = inf{A(v)|v € N}.

Ohne Einschrankung gelte u* > 0 (sonst ersetze u* durch |u*|). Damit sind bereits
Zuldssigkeit (L2) und Minimalitatseigenschaft (L3) aus Satz 2.1 erfiillt und es bleibt
nur noch (L1), also die Surjektivitat von D(b( *): Hy(Q) — R zu zeigen.

Sei dazu r € R beliebig. Dann ist ¢, := ru* € H}(Q) und mit u* € N erhalten wir

(Do (u*), o) / I / P =,

die Surjektivitdt von Deg(u*).
Es sind alle Voraussetzungen von Satz 2.1 erfillt, d.h. es existiert ein Lagrange-
Multiplikator p € R mit

(DA(u*), ) = i(Do(u*), ) Ve € Hy(Q).

11



2.2 Existenz bei subkritischem Exponenten

Die Ableitungsvorschriften (2.4), (2.5) liefern

2/(Vu* Vo —utp) = u/ lu*Po Vo € Hy(S2). (2.7)
Q 0

Durch Einsetzen von ¢ = u* erhalten wir 4 = 2A(u*) und somit aus (2.6) unter
Berticksichtigung von u* € N

Die Relation (2.7) ist gerade die schwache Formulierung von
* * ILL *|p :
—Au* =t = §|u P in Q. (2.8)

Nun erhalten wir mit einem Skalierungsargument wie folgt eine Losung;:
Wir setzen )

wim (£) o

=3 .

Dann ist u € Hj(Q2) und es gilt mit (2.8)

1 p
—Au — I = (g) T (=AU — aut) = <g> P =P in Q.
Es bleibt nur noch die Positivitat von u in 2 zu zeigen.

Wegen u* > 0 und g > 0 ist —Au = Au+ vP > 0 in 2. Weiter kann wegen u* € N
die Funktion u nicht identisch Null sein.

Wir betrachten nun die Funktion w := —u € H}(Q). Nach den obigen Uberlegungen
ist w # 0 eine in 2 subharmonische Funktion. Nach dem starken Maximumprinzip
fiir subharmonische Funktionen gilt dann w < 0 in €2 und somit u > 0 in (2.

Damit 16st u das Problem (2.1) und der Satz ist bewiesen. O

Es sei hier darauf hingewiesen, dass wir mit Standardmethoden ausgekommen
sind, um eine Losung von (2.1) zu konstruieren. Wir wollen an dieser Stelle noch
einmal kurz unser Vorgehen zusammenfassen.

Zusammenfassung. Zunachst haben wir mit der direkten Methode eine Losung
zum Minimierungsproblem der Form

Finde u* € N = {¢ = 0} mit A(u") = inf{A(v)|v € N}

gefunden.  Wichtig dabei war die schwache Abgeschlossenheit von N, damit
der schwache Grenzwert einer Minimalfolge wieder in der Nebenbedingungsmenge
liegt. Mit dem Konzept der Lagrange-Multiplikatoren erhielten wir dann eine
Euler-Lagrange Gleichung fiir u*. Anschliefend war es uns moglich, mit einem
Skalierungsargument und der Anwendung des starken Maximumprinzips fiir subhar-
monische Funktionen auf eine Losung unseres Ausgangsproblems (2.1) zu schliefen.

12



3.1 Beste Sobolevkonstante fiir H < L*

3 Der kritische Fall: Existenz von Losungen

Nachdem wir die Existenz im subkritischen Fall geklart haben, beschaftigen wir uns
nun mit dem kritischen Fall:

—Au=u"+AIu in(
u>0 in 2 (3.1)
u=0 auf 002

fiir ein beschranktes Gebiet 2 C R™, n > 3 unter der Voraussetzung p + 1 = 2*.
Es stellt sich natiirlich die Frage, was hier im Beweis des Existenzsatzes fiir den
subkritischen Fall schiefgehen wiirde. Unser zu minimierendes Funktional

A+ Hy(Q) = R, A(u) = [[Vullz — Allull3

bleibt unverandert, demmnach gilt auch weiter Beschranktheit, Koerzivitat und
schwache Unterhalbstetigkeit. Unser Ziel ist die Minimierung von A auf der Sphéare

N = {u € H(Q)|[lu

x = ].}

Wir erinnern uns, dass wir im subkritischen Fall fiir die schwache Abgeschlossenheit
von N die Kompaktheit der Einbettung H}(Q) — LPT(Q) verwendet haben. Die
Einbettung H} () — L(Q) ist kompakt fiir ¢ < 2*, aber nicht kompakt fiir ¢ = 2*.
Dementsprechend liefert uns die direkte Methode zwar einen Minimierer von A, aber
wir konnen dann nicht schlieen, dass dieser auch in N ist.

3.1 Beste Sobolevkonstante fiir H} — L*

Wir definieren den Optimalwert des Minimierungsproblems

Sy := inf Vull? — \M|ul/? 3.2
\ u&%m){” ully — Allull3} (3.2)
ullg= =1

und wollen diesen mit der besten Einbettungskonstante fiir die Einbettung H} () —
L7 (Q)

S:=S8y= inf [[Vu|? 3.3
0= nf IVl (3.3)
ullgx =1

in Beziehung setzen. An dieser Stelle halten wir aber zunédchst wichtige Eigen-
schaften von S fest.

Bemerkung 3.1. Sei S die in (3.3) definierte beste Einbettungskonstante fiir die
Einbettung HE(Q)) — L¥ (). Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) S ist unabhdingig vom Gebiet ().

(i1) Auf beschrinkten Gebieten Q C R™ wird S nicht angenommen.
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3.1 Beste Sobolevkonstante fiir H < L*

(111) Im Ganzraum Q = R™ wird S durch eine Funktion u(z) := C (1 + \x|2)2_Tn
und durch die skalierten Funktionen u.(x) := C. (e + |x|2)% angenommen,
wobei C" und C Normzerungskonstanten sind. Insbesondere erfullt die Funk-

tion us(z) == (1 + |z|? ) die Beziehung

||vus||%2 Rn) _ S

HUSHLT* (R™)

Beweis. (i) Zunédchst ist festzustellen, dass

[Vull3

S = inf Q(u) mit Q(u) = 3.4
ueHY(9)\{0} ) ) |3 34

Wir zeigen nun die Skalierungsinvarianz von (), also
Q (u,) = Qu) fir wu.(z):=u(rz), r>0. (3.5)

Es gilt nach der Kettenregel Vu,(xr) = rVu(rzr) und wir erhalten mit dem
Transformationssatz fiir den Zahler

IVl = [ 1Vatro)f do =i [ [Vu) dy =" ulh. (30
Q Q

Wir nutzen wieder den Transformationssatz und finden

2*—/|u7’x|2 de =r" /|u

Damit ergibt sich fiir den Nenner

e dy = r7"||ul3-.

a2 = (2

2
g*:’[" 2%

o (3.7)

=1

o u

Schlielich erhalten wir aus (3.6) und (3.7) die Skalierungsinvarianz (3.5). Nun
wollen wir mit der so erhaltenen Skalierungsinvarianz auf die Behauptung schlieflen.
Wir folgen dabei dem Vorgehen in [Str08, p. 42].

Zur Verdeutlichung des Grundraums benutzen wir die Notation S(X) fir S aus
(3.4). Dabei sei auch X = R" zugelassen.

Sei 2 C R" ein beschranktes Gebiet. Ohne Einschrankung nehmen wir 0 € ) an.
Unser Ziel ist zu zeigen, dass S(2) = S(R™). Wir betrachten den Raum C2°(12)
als Teilmenge des Raums C2°(R™) durch Fortsetzung mit Null auflerhalb von € und
analog Hj () als Teilmenge des Raums Hj(R™). Dann gilt offenbar

V|2, mn
> inf Hgl‘w
weHE® N0} [|ull} e zn

s@= w1Vl

weH(@\{0} ||ul|3-

= S(R™).
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3.2 Existenz unter der Voraussetzung Sy < S

Sei nun (uy) eine Minimalfoge zu S(R™) auf dem Ganzraum. Es gelte also
up € Hy(R™) Vk €N, (3.8a)

Vug||2s gn
”lﬂ — S(R™). (3.8b)
HukHL2*(Rn)

Zusétzlich zu (3.8a) kénnen wir aufgrund von Dichtheit w, € C*(R") Vk € N
annehmen. Durch Skalierung mit hinreichend kleinem r > 0 erhalten wir dann eine
Folge @y, € C°(§2) mit

Va3 IVurlfo@e

o

%* B ||uk||%2*(Rn) '

Dies liefert zusammen mit (3.8b)

vu 22 n
= lim inf M = S(R").

%* ||uk||2L2* (R™)

[Vull3

VN 2
< liminf IV 5
weHHQ\{0} [|u

5 = (|t

S(Q) =

Die andere Ungleichung ist bereits gezeigt und es folgt S(2) = S(R™). Damit ist
die Aussage (i) bewiesen.

(77) (Beweisskizze) Sei 2 C R™ ein beschrénktes Gebiet. Fiir einen Widerspruchsbe-
weis nehmen wir an, dass S durch eine Funktion u € Hj(Q2)\{0} angenommen
wird. Wir umschliefen Q mit einer Kugel B := Bpg(zg) D  mit geeignetem
R > 0, zyp € R". Ohne Einschrankung sei © > 0, sonst ersetzen wir u durch
seinen Betrag |u|. Die triviale Fortsetzung von u auf die Kugel up € Hj(B)\{0}
realisiert S auf B und lost somit

—Aup = puly

mit einem Lagrange-Multiplikator g > 0. Wir werden aber spater sehen, dass
dies nicht moglich ist (Stichwort: Pohozaev-Identitét). Es folgt die Behauptung (i7).

(7ii) Den Beweis werden wir in dieser Arbeit nicht fithren, sondern verweisen auf
[Tal76] und [Lie83].
O

3.2 Existenz unter der Voraussetzung S) < S

Wir gehen nun der Frage nach, unter welchen Bedingungen an A das Infimum aus
(3.2) angenommen wird. Wenn S, angenommen wird, kénnen wir wie im subkri-
tischen Fall auf eine Losung schliefen. Das folgende Lemma zeigt Folgendes: Eine
hinreichende Bedingung dafiir, dass es eine Funktion gibt, welche S realisiert, ist
die Relation S\ < S zusammen mit A < A\;. Als Referenz seien [BL83] und [Str08,
p. 174] angegeben.
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3.2 Existenz unter der Voraussetzung Sy < S

Lemma 3.2. Sei Q2 C R", n > 3 ein beschranktes Gebiet und sei A < \y. Angenom-
men, es qilt
S)\ < S. (39)

Dann ezistiert ein u € H} () mit ||ulle- = 1 und

/|Vu]2 - /\/ lu|? = S,. (3.10)
Q Q

Beweis. Schritt 1: Beschaffung eines Kandidaten. Sei A < Ay mit S, < S. Wir
betrachten eine Minimalfolge (ug)ren in HE(Q) zu Sy. Es gelte also

=1 VkeN, (3.11a)

o
/|Vuk\2 - /\/|uk]2 5 (3.11D)
Q Q

Wie im subkritischen Fall erhalten wir die Abschéatzung

A
/(|Vuk|2—)\]uk]2) zmin{l—)\—,l}/\Vuk]Z ::M/]Vuk|2.
Q 1 0 Q

Wegen A\ < A; ist M > 0 und wir erhalten die Beschranktheit von (ug)x in Hj ().
Da H}(Q) reflexiv ist, existiert eine schwach konvergente Teilfolge und ein Limes
u e HY}Q):

up — 4 schwach in Hj (). (3.12)

Nach dem Kompaktheitssatz von Rellich-Kondrachov konnen wir weiter annehmen,

dass
up — @ stark in L*(Q), (3.13)

up — u punktweise fast tiberall in €. (3.14)

Wir wollen nun @ # 0 zeigen. Dazu nutzen wir nacheinander (3.13), die Definition
von S unter Beriicksichtigung von (3.11a), und (3.11b):

/\/|u|2 — /\/|uk|2 > /\/]uk|2—/|Vuk|2—|—S—> _S+ 8.
Q Q Q Q
Mit der Relation (3.9) erhalten wir daraus
)\/|U‘QES—S)\>O
Q

und somit u # 0. Damit ist die Setzung

11—
o+ U

u:=||u

16



3.2 Existenz unter der Voraussetzung Sy < S

wohldefiniert und wir werden zeigen, dass dieses u alle gewiinschten Eigenschaften
besitzt.

Schritt 2: Nachprifen der Eigenschaften. Wegen u € H}(Q) ist auch u € Hj(Q)
und es gilt offenbar ||u||o« = 1. Damit bleibt noch (3.10) zu beweisen. Wir bemerken,
dass es aufgrund der Definitionen von S, und u geniigt zu zeigen, dass

/ ValP — A / a2 < Sy
Q Q

Wir verwenden nacheinander die Definition von S (in der Variante (3.4)), Ein-
schieben einer komplizierten Null und die Konvergenzaussagen (3.11b), (3.12),
(3.13):

oo (3.15)

Sl — al3 < IV (u — ) | =/|v<uk—u>|2

Q
_ /|vm2—2/vuk.w + /]Vuk|2—)\/|uk\2 +/\/|uk\2 (3.16)
Q Q Q Q Q

—>—/|va|2+SA+A/|a|2.
Q

Q

Angenommen, es gilt

2. (3.17)

Dann gilt insbesondere 0 < ||a|[2+ < 1 und wir erhalten aus 2* > 2, der Nichtnega-
tivitdt von S und der Relation (3.9)

2 —1—|a

||uk — U

2
=

2)T >S(1—|a

Sllu, — a3 — S (1—||u 3) > S (1—al3) =S\ (1—al3.).

Zusammen mit (3.16) finden wir schlieflich

5) < —/|Va|2+SA+>\/\a|2.
Q Q

Dies entspricht genau (3.15), was zu zeigen war.
Es ist also nur noch unsere Annahme (3.17) nachzupriifen. Wir verwenden (3.11a)
und koénnen mit dem Hauptsatz der Analysis schlielen:

Sy (1—|la

*

2 — lluxllz +1

:/(|uk—u12* — ug*) da + 1

Q
1
—1—//i|(s—1)ﬂ+u 1*"ds da
B ds g
Q0

3 = llux —

||uk —U

17



3.2 Existenz unter der Voraussetzung Sy < S

1
:1—2*//((5—1)a+uk)](s—1)ﬁ+uk]2*271 ds dz
Q 0

1
—>1—2*//su|su|2*_2u ds dle—/|u
Q0 Q

Die Konvergenz folgt dabei aus dem Konvergenzsatz von Vitali mit der punktweisen
(fast tiberall) Konvergenz (3.14) und der gleichgradigen Integrierbarkeit der Funk-
tionenfamilie (|(s — 1)@ + u[* ~'@) in s € [0,1]. Somit haben wir (3.17) gezeigt
und damit den Beweis nach unseren obigen Uberlegungen vervollstandigt. [

Ydr =1 — a3

Fiir unser Funktional A und die Nebenbedingung N haben wir mit obigem Lemma
eine Funktion gefunden, die Sy, = inf{A(v)|v € N} realisiert, haben also einen
Minimierer von A in N gefunden. Nun stellt sich natiirlich noch die Frage, ob
die geforderte Bedingung aus obigem Lemma tiberhaupt erfiillt werden kann, also
ob es A < Ay mit S, < § gibt. Es lohnt sich, noch einmal kurz tiber die beiden
Bedingungen zu diskutieren.

Die Bedingung A < \; ist nicht sehr erstaunlich, da wir diese auch im subkritischen
Fall gefordert haben. Wenn wir uns jedoch die Definitionen (3.2), (3.3) von S, und
S anschauen, so féllt auf, dass fiir A < 0 die zweite Bedingung Sy < S nicht erfiillt
sein kann. Wir bekommen also bestenfalls das Intervall (0, \;) fiir die méglichen
Werte fiir A, welche beide Bedingungen erfiillen. Wir bemerken weiter, dass die
Bedingung S\ < S gleichbedeutend ist zur Frage, ob der Term A||u||3 zum Infimum
in (3.2) beitragt.

Bevor wir die Bedingung S\ < S weiter untersuchen, wollen wir festhalten, dass
wir mit den in Lemma 3.2 gestellten Voraussetzungen die Existenz einer schwachen
Losung unserer PDE (3.1) analog zum subkritischen Fall zeigen konnen.

Satz 3.3 (Existenzsatz im kritischen Fall bei Sy < S). Set Q@ C R*, n > 3 ein
beschrinktes Gebiet und sei A < A\;. Angenommen, es gilt

Sy < S.
Dann existiert eine schwache Losung u € Hy () zum kritischen Problem (3.1).
Beweis. Sei A < A\; mit Sy < S. Dann gibt es nach Lemma 3.2 ein u* € H}(Q) mit

IVurll3 = Allull; = Sx, - [lu”

Ohne Einschrénkung sei u* > 0 (sonst ersetze u* durch |u*|). Da u* ein Minimierer
von A in N ist, existiert ein Lagrange-Multiplikator g € R mit

—Au" — Mu* = pluP in Q.

Aus (3.18) erhalten wir, dass = S). Wegen Sy < S und A < A; ist A € (0, A1) und
es folgt S\ > 0. Wir setzen

ui= Sy

18



3.3 Die Relation S\ < S

und zeigen, dass dieses u das Problem (3.1) 16st.
Zunichst ist festzustellen, dass u € HJ(2)\{0}. Weiter gilt

1

—Au—u= S} (—Au* = *) = SIS\ U =wP in Q.

Wegen v* > 0 und S, > 0 ist —Au = Au+uP > 0 in . Also folgt mit dem starken
Maximumprinzip « > 0 in Q. Damit 16st u das Problem (3.1). O

3.3 Die Relation S, < S

Wir wollen nun priifen, fiir welche A die Relation Sy < S erfiillt ist. Sobald es
namlich A < Ay mit S, < S gibt, haben wir mit Satz 3.3 eine Losung unserer
PDE (3.1) gefunden. Wie wir bereits festgestellt haben, gilt S, > S fiir A < 0.
Folglich kénnen nur positive A die Relation S, < S erfiillen. Wir behandeln nun die
Raumdimensionen n > 3 und n = 3 getrennt voneinander.

3.3.1 Raumdimensionen n > 3

Wir konnen explizit eine Funktionenfamilie u. € H}(Q)\{0} konstruieren, so dass

_ Ve |l3 — Aljue|3
e

Qe

fiir € > 0 hinreichend klein. Wir miissen dabei sogar nur Positivitat an A vorausset-
zen. Aus (3.19) erhalten wir dann

<S8 (3.19)

2
9%

< S.

) _ Vull2 = \M|ul|?
Sy=inf {||Vull3=Aul3} = inf [Veully 5 lull
ﬁeﬁié(ﬂl) ue HE ()\{0} [[wll5-
U||o* =
Als Funktionenfamilie wahlen wir fiir € > 0
uelw) = (yus(a) mit wl(@) = (e + [2f)

und einer festen Abschneidefunktion ¢ € C°(Q2), ¢ =1 in einer Umgebung von 0.

2—n
2

100

80

80

20

0

-1 05 o 05 1

Abb. 4: Funktionenfamilie v} (|x|) fiir Dimension n = 4 und Parameter ¢ = 1 (cyan),
e =0.1 (blau), e = 0.01 (rot).
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3.3 Die Relation S\ < S

Die Funktionen u? haben wir an fritherer Stelle schon einmal gesehen, denn diese
(nach Normierung in L?") realisieren S im Ganzraum, vgl. Bemerkung 3.1 (44i). Als
Vorbereitung fiir den Beweis von (3.19) halten wir folgende Skalierungseigenschaft
fest: Fiir m > 0 erhalten wir mit dem Transformationssatz

1 1 n 1
—  dr=e" | ————  dr=ec""2 [ ——— dx. (3.20
[ e o= /<1+|§g|2>m r= [ e 620

R~ R™ R”
Nun sind alle Vorbereitungen getan und wir konnen folgendes Lemma beweisen.

Lemma 3.4. Sei 2 C R™, n > 3 ein beschrdnktes Gebiet. Dann ist fur alle A > 0
die Relation Sy < S erfillt.

Beweis. Sei A > 0. Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, dass 0 € 2. Wir
betrachten fiir ¢ > 0 die Funktion

o)
(e + [2?) 7

us(x) ==

mit einer festen Abschneidefunktion ¢ € C*(Q2), ¢ = 1 in einer Umgebung
B,(0), p > 0. Unser Ziel ist zu zeigen, dass die Relation (3.19) fir ¢ > 0
hinreichend klein gilt. Diese Relation impliziert nach unseren Voriiberlegungen die
Behauptung des Lemmas.

Wir berechnen nun einzeln die in ). vorkommenden Normen. Dabei sei angemerkt,
dass sich alle in diesem Beweis vorkommenden Landau-Symbole auf das Verhalten
fiir e — 0 beziehen.

Auswertung von ||Vu.||3: Es gilt

[

—n)? |z -
Q/(2 ) G+ 20" dz + O(1)

V(x)
(e + 2?7

wole) |
+ (2 — n)m dx

o

)

IValg® [ vap
Q

—~
O
~

—

i)/(2—”>2( 2 dz +O(1)

€+ |zf?)"
RTL
() 5 2-n ElR
= (2 — — d 1
( n)e 2 /(1+|x!2)" x+ O(1)
]RTL

= Ce 7 +0(1)
mit der Konstanten

C = (2—n)2/% dx.

Dabei haben wir verwendet:
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3.3 Die Relation S\ < S

(a) Definition der Norm

(b) Auswerten des Gradienten
(¢) Vo =0in B,(0)
2 . o
(d) / —— > dx gleichméflig beschréinkt in ¢
R7\Q
(e) Transformationssatz, analog zu (3.20)
Wir bemerken, dass fiir uy(z) == (1 + |z|2)*2" gilt:
Ci = HVuSH%Q(Rn).

Auswertung von

2<a>/’

2. Es gilt
2% (b)/ (bz ( ) dx
(e + [a]?)"
0) 1 ¢ (z) — 1
= | ————doe+ | —————d
/ Crle)r ) ™
Q Q

d)

1
—Jgﬂﬁﬁm+m”

1
= /—<€+ ) dx + O(1)

RTL
1
—  dx+ O(1).
/<1+|x|2>n v +0OW)
RTL

Dabei haben wir verwendet:

—

—

—

~

—~
~

B

=&

(a) Definition der Norm
b) Auswerten des Integranden

)
(b)
(¢) Aufspalten in zwei Integrale
(d) ¢ =11in B,(0)

1
(e) / [CFSERE dx gleichméBig beschrankt in e
€+ |x|°)"
RP\Q

(f) (3.20) mit m =n
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3.3 Die Relation S\ < S

Daraus erhalten wir L
2. =Che 2 +0(1)

(| e

mit der Konstanten

1
Cy = —d = |Jus||% 25 rom -
SV At B

Auswertung von ||uc||3 fir n = 4: Wir nutzen ¢ =1 in B,(0) und erhalten

IO S W
ol = / u. / i o= / o, 621

Zu ) finden wir Radien r, R > 0, so dass

1 1 1
/ (€ + []?)? = /m dz < / e+ a2 dz. (3.22)

B-(0) Q Br(0)

Fiir Kugeln Bg(0) mit Radius & > 0 haben wir mittels Zwiebelintegration

K

/ (H’x' / 0B,k 0B 1||10g€‘+0() .

(e + k2)?
Br(0) 0

Unter Beriicksichtigung von
1 1
———dxr = ———dr+ O(1
| et | G e tow
Br(0) B (0)

erhalten wir aus den Beziehungen (3.21), (3.22) und (3.23)

, [ 1 0B B
e 2 = /—(6+ s e+ O(1) = 58 loge| + 0(1) = Gl loge| + O(1)
Q

mit der Konstanten

0B,

03 = 9

Auswertung von ||uc||3 fir n > 4: Es gilt

2
el <“)/| ? ”/ 5+¢|9§| >> i

() 1
Q/—(6—|—|x|) dx + O(1)
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3.3 Die Relation S\ < S

ﬁ{/T—QL——dx+ou)

€+ |x|2)»
N d
/H'J;| r+0(1)
2046 EN +O( )
mit der Konstanten ]
Cyi= | ——— dx.
! / 1+ a2
Rn

Dabei haben wir verwendet:

(a) Definition der Norm

(b) Auswerten des Integranden

(¢) ¢ =1 1in B,(0)

(@n—2>2md/

1
— dx = —  d O(1) fur all > 2
Etepr /<s+|as|2>s z+O() fiir alle s
Q n

(e) (3.20) mit m =n — 2
Ergebnis fiur QQ.: Wir setzen alle Ausdriicke in (). ein und erhalten fiir n =4
(qu+0m)—uam%d+om) e,

= — )\ge\ loge| + O(e),
CQE 3 —|—O( ) C'2

Qe =

und fir n > 4

(qu+o<D—Ame¥+ou» o c
Q. = — = A2 0E" )
028 =2 +0 (1) CQ 02
Aus der Positivitdat der Konstanten C; und A > 0 folgt fiir alle n > 3 und fiir
hinreichend kleines € > 0 mit Bemerkung 3.1 (7i7) die Beziehung

o, 2 G _ 1Vl
€

Co ~ Tl

und somit Sy < S. [l

=S

Somit haben wir fiir alle A > 0 die Beziehung S\ < S zeigen konnen. Wie wir uns
vorher iiberlegt haben, bedeutet dies, dass wir fiir 0 < A < \; eine schwache Losung
von (3.1) gefunden haben.

Satz 3.5 (Existenzsatz im kritischen Fall fiir Raumdimensionen n > 3). Sei Q2 C R”,
n > 3 ein beschrinktes Gebiet und sei X € (0,\1). Dann existiert eine schwache
Losung u € Hy(Q) zum kritischen Problem (3.1).

Beweis. Kombination von Satz 3.3 und Lemma 3.4. O
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3.3 Die Relation S\ < S

3.3.2 Kugeln in drei Dimensionen

In drei Dimensionen ist 2* = % =6 und p = 2* — 1 = 5, so dass die zu losende
PDE die folgende Gestalt annimmt:

—Au=u>+ X u in
u>0 in Q) . (3.24)
u=20 auf 02

Wir wollen ein Existenzresultat fir die Einheitskugel Q := B;(0) C R? herleiten.
Anschliefend geben wir eine Verallgemeinerung dieses Resultats fiir allgemeine

Kugeln an.
Wegen 2* = 6 ergibt sich aus den Definitionen (3.2), (3.3)

Sy=inf {|[Vu|?— Alulf?
v=nf (Vs = M3}
[[ulle=1

und
S=5y= Inf )HVUH%

ueHI(Q
llulle=1

Wir werden die Relation Sy < S nur fur A > %

0< A< ’\4—1 entweder die Gleichheit S\, = S, oder es existiert ein alternativen Beweis.
Letzteres widerspricht einem Nichtexistenzresultat fiir A < %, siehe Kapitel 4. Da
die Vorgehensweise nun analog zum Beweis von Lemma 3.4 verlauft, werden wir hier
nur skizzenhaft vorgehen.

zeigen konnen. Folglich gilt fiir

Lemma 3.6. Sei 0 = B;(0) C R®. Dann ist fir alle X > 2 = 71—2 die Relation
Sy < S erfullt.

Beweis (Skizze). Sei A > AL = %2. Wie in Lemma 3.4 betrachten wir zu ¢ > 0 die
Funktion

w(@) =) = S0 e
fiir eine feste Funktion ¢ € C*([0, 1]) mit den Eigenschaften
¢(0) =1, ¢(1) =0, ¢'(0) =0. (3.25)

Wie im Fall n > 3 zeigen wir wieder

[Vulld = Muell3
e

Qa = < S

2
2*
fiir ¢ > 0 hinreichend klein. Da nun &hnlich wie im Beweis von Lemma 3.4 die
Normen ausgewertet werden, geben wir hier nur die Ergebnisse an. Es ergibt sich

Cy

1
£2

1
Vel =< 1198y / 16 ([ dr + O(ch),
0
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3.3 Die Relation S\ < S

Cy

22 4 0(e2),
€2

luell§ =

M\»—A

luc]2 = 0, / $(r) dr + O(eh).

Dabei beziehen sich wieder alle in diesem Beweis vorkommenden Landau-Symbole
auf das Verhalten fiir ¢ — 0. Die Konstanten sind die Folgenden:

s 2
r
Cl = 3|8Bl|/m dT,

00 T2
CQ = ’aBﬂ/W dr
0

Wir bemerken, dass fiir us(z) := (1 + |#|?)~2 mittels Zwiebelintegration gilt:
Vs || Z2sy = |8Bll/— dr = Cy, (3.26)

||u8”%6(R3) = Ca.

Dabei folgt das zweite Gleichheitszeichen in (3.26) aus den exakten Werten der

Integrale

T
/ 1+72)3 =16 / 1+172)3 T_E'
0

0

Wir erhalten insgesamt fiir (). mit Bemerkung 3.1 (7i7):

1 1
Q- :S~|—’aTB;’ /ld(r)]2 dr—)\/qSQ(r) dr | e2 + O(e).
0 0

Eine zuléssige Wahl fiir ¢ (Bedingung (3.25) und Glattheit sind erfiillt) ist offenbar
¢(r) := cos(§r). Mit dieser Wahl erhalten wir

OB .
Q.=S+ '2021|<4 )\>52+O(5).

Da die Konstante C5 > 0 und nach Voraussetzung %2 — A < 0 ist, erhalten wir fiir

e > 0 hinreichend klein die Relation (). < S und damit die Behauptung. n
Somit haben wir fiir alle A > % die Beziehung Sy < S zeigen konnen. Wie wir
uns vorher tiberlegt haben, bedeutet dies wieder, dass wir fiir % < A < )\ eine

schwache Losung von (3.1) gefunden haben.
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3.3 Die Relation S\ < S

Satz 3.7 (Existenzsatz im kritischen Fall fiir die Einheitskugel in Dimension n = 3).
Sei Q = B(0) C R? und sei A € (%,)\1). Dann existiert eine schwache Losung
u € HY () von (3.24).

Beweis. Kombination von Satz 3.3 und Lemma 3.6. OJ

Damit ist fiir die dreidimensionale Einheitskugel fiir geeignete A eine Losung un-
serer PDE (3.24) gefunden. Wir wollen an dieser Stelle eine Verallgemeinerung des
Existenzssatzes fiir beliebige Kugeln angeben.

Bemerkung 3.8. Sei ) C R? eine Kugel und sei \ € (%, )\1). Dann ezistiert eine
schwache Losung u € H}(Q) von (3.24).
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4.1 Pohozaev-Identitat und Konsequenzen

4 Nichtexistenzresultate

Nachdem wir in den vorherigen Kapiteln hinreichende Bedingungen an A fiir die
Existenz von Loésungen von (0.1) angegeben haben, wollen wir nun zeigen, dass
diese im Allgemeinen auch notwendig sind. Wir geben an dieser Stelle noch einmal
die in Abschnitt 2 und 3 erhaltenen Bedingungen an A an:

e subkritischer Fall: A€ (—00, A1)
e kritischer Fall in Dimensionen n > 3: Ae (0,A)
e kritischer Fall in Dimension n = 3 fiir Kugeln: X\ € (%, )\1)

In allen Fallen verlangen wir die Relation A < A; und es ist leicht festzustellen,
dass diese fiir die Existenz von Losungen auch notwendig ist.

Satz 4.1 (Nichtexistenz fir A > \y). Sei Q@ C R™, n > 3 ein beschrinktes Gebiet
und sei 2 < p+1 < 2*. Dann exzistiert fiir A\ > Ay keine schwache Losung u € Hj ()
von (0.1).

Beweis. Angenommen (0.1) besitzt eine Losung u € H}(Q). Sei ¢; € HL(Q) eine
Eigenfunktion von —A zum Eigenwert A\; mit ¢; > 0 in Q (¢; kann positiv gewahlt
werden nach dem Krein-Rutman Theorem). Wir verwenden nacheinander die
Definition von ¢y, die Losungseigenschaft von v und Positivitat von wu, ¢;:

Al/ugbl:Q/VU-V¢1:/UP¢1+)\/1L¢1>)\/ugb1.

Q Q Q Q
Aus u, ¢ > 0 in € folgt nun A < A; und somit die Behauptung. O]

Damit haben wir unseren ersten Nichtexistenzssatz bewiesen und den subkriti-
schen Fall vollstandig analysiert. Es bleiben noch Nichtexistenzresultate fiir den
kritischen Fall zu beweisen. Diese erfordern mehr Aufwand und wir beginnen mit
einem wichtigen Hilfsmittel fiir Nichtexistenzaussagen, der sogenannten Pohozaev-
Identitat.

4.1 Pohozaev-ldentitat und Konsequenzen

Das Ziel dieses Abschnitts ist die Konstruktion eines Nichtexistenzsatzes fir A < 0.
Wir haben namlich Positivitat an A sowohl im Fall n > 3 als auch im Fall n = 3
gefordert (Eigenwerte von —A sind positiv, also ist A; > 0). Die Situation fiir die
Pohozaev-Identitat ist die Folgende:
Situation: Wir betrachten ein beschranktes Gebiet 2 C R™, n > 3 und eine Losung
u € C*HQ) N CYQ) von

—Au=g(u) in Q

u=0 auf 0f2 (4.1)

zu stetigem g : R — R.
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4.1 Pohozaev-Identitat und Konsequenzen

Satz 4.2 (Pohozaev-Identitat). In obiger Situation gilt die Pohozaev-Identitdt
ou

%/ a(x) (x-v(x)) dS(x) |2dx+n/G(())dx.

o0 Q

Dabei sei G(u) := [ g(s) ds und v die duflere Normale an OS).

Ct—¢

Beweis. Die Grundidee des Beweises ist das Testen der Gleichung (4.1) mit x - Vu.
Bevor wir dies tun, beweisen wir aber zunéachst eine Hilfsidentitat.

Schritt 1: Hilfsidentitat. Wir behaupten, dass jedes u € C?(Q) die folgende Relation
erfiillt:

2
Vu- Vi Vu) = |Vul? + 2 v(|v2“|> in Q. (4.2)

Wir rechnen direkt nach, dass in Q gilt:

Vu-V(x-Vu) Z@uZ@ (z;0;u)
= Z ou Z (0;;0;u + x;0;0;u)
i=1 J=1
— i |Ou|? + ixj i(&-u)@iaju
i=1 j=1 =1
= |Vul|? + Zn: T Zn:(aiu)aj&-u
=1 =

2
=|Vul*+z-V <|V2u\ ) .

Dabei wurde beim vorletzten Gleichheitszeichen der Satz von chwarz benutzt.
Schritt 2: Testen der Gleichung. Fiir Losungen u € C?(Q) N CY(Q) von (4.1) liefert
Testen der Gleichung mit x - Vu und Ausnutzen von (4.2)

0= (Au+ g(u))(z - Vu)
=V - (Vu(z-Vu)) —Vu-V(z -Vu)+z-VG(u)

:V.(Vu(x~Vu))—|Vu|2—x-V(|V2u| )+ - VG(u)

[Vul®

=V (Vu(x -Vu) — - xG(u)) + 2 —nG(u) in Q.
Nun integrieren wir diese Relation iiber 2. Wir verwenden den Satz von Gaufl und
beriicksichtigen v = 0 und z - Vu = (z - 1/)% auf 0€.
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4.1 Pohozaev-Identitat und Konsequenzen

Q Q Q
2
Z/(Vu(m-Vu)—x‘ | + G(u)) v
o0
0 1
z/(Vu(x-u)a—z) -u—§/(x|Vu|2) ”
o0 o9
1 ou?
-3/ |5 &)
o0
Damit ist die Pohozaev-Identitat gezeigt. O

Im obigen Beweis der Pohozaev-Identitat folgten wir [Str08, pp. 171-172]. Die
Pohozaev-Identitdt moéchten wir auf Losungen unserer PDE (3.1) anwenden. Pro-
blematisch ist die in obigem Satz geforderte Regularitat an die Losung, da unsere
Existenzsitze zunachst nur eine Losung u € H}(Q) liefern. Die Pohozaev-Identitit
erfordert jedoch eine Losung der Klasse C2(Q)NC*(Q). Wir beweisen daher zuniichst
die Nichtexistenz von klassischen Losungen und kiimmern uns anschlieffend um das
Regularitatsproblem.

Satz 4.3 (Nichtexistenz klassisch fiir A < 0). Sei Q@ C R™, n > 3 ein beschrdnktes
strikt-sternformiges Gebiet um den Ursprung, d.h. es gelte

z-v(r) >0 Yre . (4.3)
Dann existiert fiir A < 0 keine klassische Lisung von (3.1).

Beweis. Sei A < 0. Angenommen (3.1) besitzt eine klassische Losung u € C2(9).
Wir verwenden nacheinander die Pohozaev-Identitét mit g(u) = u? + Au, partielle
Integration unter Beriicksichtigung von v = 0 auf 02, und die Losungseigenschaft

von u:
1 ? 2-n ) 1o, Ay,
5/ (x-v)= 5 /|Vu] +n/(§u +gu
00 Q Q
2_ 1 * )\
— 2”/(—Au)u+n/(§u2 +§u2)
Q Q
2—n . n—2 . on
= /(u2 +>\u2)+T/u2+§)\/u2

Q Q Q

[

Q

@
ov
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4.2 Radialsymmetrie von Losungen und Konsequenzen

Daraus erhalten wir mit A < 0 und Relation (4.3)

1
< —
0_2/

o0N

@
ov

2
(x~u):)\/u2§0.
Q

Folglich verschwinden beide Ausdriicke und wir kénnen mit Relation (4.3) schlieBen:

%(m) =0 Vx €09, (4.4a)
A / u? = 0. (4.4b)
Q

Fiir A < 0 erhalten wir aus (4.4b) u = 0, im Widerspruch zur Annahme.
Fiir A = 0 nutzen wir die Losungseigenschaft von u, den Satz von Gaufl und (4.4a):

/up(q:) dx = —/Au(x) dr = — ?(aj‘) dS(z) = 0.
v
Q Q o9
Es folgt also auch in diesem Fall © = 0, im Widerspruch zur Annahme. O

Insbesondere liefert Satz 4.3 die Nichtexistenz von klassischen Lésungen von (3.1)
fir Kugeln um den Ursprung, da Kugeln strikt sternformig sind. Beziiglich des
Regularitatsproblems zitieren wir den nachfolgenden Satz.

Bemerkung 4.4 (Regularitit von Losungen auf glatten Gebieten). Fiir beschrinkte
Gebiete Q2 C R™, n > 3 mit 02 von der Klasse 0_2 sind schwache Losungen u €
H} () von (3.1) auch klassische Losungen u € C?(Q).

Auf einen Beweis wird in dieser Arbeit verzichtet, es sei aber auf [Str08, pp. 270-
271] verwiesen.
Mit dieser Regularitatsaussage liefert Satz 4.3 fiir glatte strikt sternformige Gebiete
um den Ursprung also sogar die Nichtexistenz einer schwachen Losung u € H} ()
von (3.1).

Korollar 4.5 (Nichtexistenz fiir A < 0). Sei Q C R™, n > 3 ein beschrdinktes strikt-
sternformiges Gebiet um den Ursprung mit 0Q € C? und sei weiter A < 0. Dann
existiert keine schwache Losung u € HY () von (3.1).

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Satz 4.3 und Bemerkung 4.4. [

4.2 Radialsymmetrie von Losungen und Konsequenzen

Nachdem wir nun fiir Raumdimensionen n > 3 gezeigt haben, dass im Allgemeinen
fir A ¢ (0, ) keine Losung von (3.1) existiert, ist noch ein Nichtexistenzresultat
in drei Dimensionen fiir Gleichung (3.24) ausstehend. Wir werden fir die dreidi-
mensionale Einheitskugel die Nichtexistenz von Losungen fiir A < % zeigen. Dabei
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4.2 Radialsymmetrie von Losungen und Konsequenzen

erhalten wir zunachst wieder nur eine Aussage iiber klassische Losungen, konnen
aber mit der Regularitiat von Losungen auf glatten Gebieten auch die Existenz von
schwachen Losungen ausschlieBen. Das wesentliche Hilfsmittel fiir den Beweis ist
das folgende Symmetrieresultat von Gidas, Ni und Nirenberg [GNN79].

Lemma 4.6 (Radialsymmetrie von Lésungen). Sei Q2 C R", n > 3 eine Kugel und
g : R — R Lipschitz-stetig. Sei weiter u € C*(Q) eine Losung von

—Au = g(u) in§
u>0 in Q : (4.5)
u=20 auf OS2

Dann ist u radialsymmetrisch, d.h. u(z) = u(|z|) fir eine Funktion @ : Ry — R.

Fiir einen Beweis verweisen wir auf [GNN79] und [Eval0, pp. 557-561]. Mit Hilfe
von Lemma 4.6 konnen wir nun unser letztes Nichtexistenzresultat beweisen.

Satz 4.7 (Nichtexistenz klassisch fiir A < A\* fiir die Einheitskugel). Sei Q2 = B(0) C
R3 und \ < ’\4—1. Dann existiert keine klassische Losung von (3.24).

Beweis. Wir betrachten A mit 0 < A < ’\4—1 = %2. Wir bemerken, dass die Aussage
fir A < 0 nach Satz 4.3 gilt. Angenommen (3.24) besitzt eine klassische Losung
u € C%(Q). Das Problem (3.24) ist von der Form (4.5) mit der Lipschitz-stetigen
Funktion g : R — R, g(x) = 2° + Az. Lemma 4.6 liefert also Radialsymmetrie
von u und wir schreiben u(x) = u(r) ,7 = |z|. Es ist leicht nachzurechnen, dass
fiir eine radialsymmetrische Funktion f mit f(z) = ¢(r) fir ein ¢ : Ry — R der
Laplace-Operator die folgende Gestalt annimmt:

1" n_l /

(Af)(x) = ¢ (r) + ¢ (r).

In unserer Situation erhalten wir damit, dass u : (0,1) — R das Problem

(4.6)

—u' =2y =v"+Au in (0,1)
u(1) =4 (0) =0

16st.
Schritt 1: Wir zeigen fiir ¢ € C3([0, 1]) mit ¥(0) = 0 und (1) > 0 die Relation

1

/1 W (r) (Aw( ) + w’”( ) % / S (r 7’21//(r)> dr. (4.7

0

Dazu zeigen wir

(i) j u’!z (%r%b’ — 1) dr Ofl (2ry + r2y’ ) (—2ub — 3u?) dr,
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4.2 Radialsymmetrie von Losungen und Konsequenzen

"

(11) qu‘u/f(%r%//—m/)) dr =% [u*r?y” dr +f(1 21/1—r1/1)(u + Au?) dr.
0

o

Dann folgt (4.7) durch Einsetzen von (éi) in (7) nach Umsortieren.

Zu (i): Multiplikation der Gleichung (4.6) mit r?yu’ und Integration iiber das In-
tervall (0,1) ergibt

1 1 1 1

_%/7«2@[; <2u"ul> dr—Q/T@ZJ i dr = %/r%/) <6u,u5> dr+%/r2¢ <2u,u> dr.

0 0 0 0

’

u

Partielle Integration im ersten Integral auf der linken Seite und in beiden Integralen
auf der rechten Seite liefert nach Zusammenfassen

1
JH ) ot
0

Nach Voraussetzung ist ¢(1) > 0 und es folgt (7).
Zu (ii): Multiplikation der Gleichung (4.6) mit (37" — r¢)) u und Integration tiber
das Intervall (0,1) ergibt

1 1
/ (—u” — gu/> <%r2¢/ — rw) udr = / (%r%ﬁl — mb) (uG + )\uQ) dr.
0 0

Wir bezeichnen die linke Seite dieser Gleichung mit L und rechnen mit partieller

Integration:
1 1

1 1
]. 1" / " / / /
L:_ﬁ/u ury dr—i—/u urwdr—/uurw dr—|—2/uuwd7“
0 0 0 0

1 1 1 1

1 1 I /2 ! ! !
:—§/uu7“2¢ dr_/’u‘m/;dr—Q/uum/) dr+/uu¢dr
0 0 0 0

’
u

1 A
er + rzw ( 6u6 — §u2) dr.

O\H

1

1 1 1

2 ]. / 1 / " / ’ /
/u <§r2z/;—rw) dr+§/uur2w dr—/uurw d?“—l—/uuwdfr
0 0 0 0
1 1 1

2 1 9 1 ’ 9 1 1 9 "
u 57“7,0—7’@0 dr—|—§ u uray dr—|—§ u“ry dr
0 0 0
1 1
/ u i 17’22// —ry dr—l/ 202" dr.

2 4

0 0

Es folgt (i) und somit (4.7).
Schritt 2: Nun wollen wir 1) so wahlen, dass wir einen Widerspruch erhalten.

~
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4.2 Radialsymmetrie von Losungen und Konsequenzen

Eine geeignete Wahl ist
¢ :[0,1] = R, ¢(r) :=sin (2\/X : 7">,

denn fiir dieses ¢ verschwindet die linke Seite in (4.7). Wir rechnen nach:
Es gilt ¢ € C?([0,1]), ¥(0) = 0 und wegen A € (0, 721—2] auch ¥ (1) > 0. Damit erfillt
¥ alle in Schritt 1 geforderten Figenschaften. Fiir 0 < r < 1 gilt

_¢”’( ) = 111 (—SA\/XCOS (2\/X . r)) =—-A (2\/Xcos (2\/X : T)) = —qu'(r)

und wir erhalten somit aus (4.7)

0> g/@ﬁ U(r) 2 (1)) d. (4.8)

Aufgrund der Beziehung sin ¢ > @ cos ¢ fir ¢ € (0, 7] gilt fir 0 <r < 1
T"lﬁ(?“) — r2w’ (7“) =7r (sin (2\/X . 7“) — (2\/X . T) CcoS <2\/X . 7“)) > 0. (49)

Da aber u als Losung von (3.24) positiv im Innern ist, also u(r) > 0 fiir 0 < r < 1,

folgt mit (4.9)
1

0< ;/uﬁ(r) (r@b(r) — 7“2@&/(7")) dr

0

im Widerspruch zu (4.8). Dieser Widerspruch komplettiert den Beweis. H

Wieder erhalten wir mit der Regularitat von Losungen auf glatten Gebieten eine
Verallgemeinerung des Satzes.

Korollar 4.8 (Nichtexistenz fiir A\ < \* fiir die Einheitskugel). Sei Q = B;(0) C R?
und X\ < 2. Dann existiert keine schwache Lisung u € H}(Q) von (3.24).

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Satz 4.7 mit Bemerkung 4.4. O

Abschlieend geben wir an dieser Stelle wieder eine Verallgemeinerung auf be-
liebige Kugeln an.

Bemerkung 4.9 (Nichtexistenz fiir A < \* fiir Kugeln). Sei Q C R? eine Kugel
und A < 2L. Dann ezistiert keine schwache Lisung u € H}(Q) von (3.24).
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5 Anhang

5.1

5.2

Es mag ein wenig unbefriedigend sein, dass wir fiir Raumdimension n = 3 nur Kugeln
betrachtet haben. Tatsachlich lasst sich aber auch ein Resultat fiir allgemeinere

Notationen

(2: Teilmenge des R™, meist ein beschranktes Gebiet.
| - |lp: LP-Norm auf €.

2" = % kritischer Sobolev-Exponent.

B, (zg): Offene Kugel um zy mit Radius r > 0 in R™.
R, : Menge aller nichtnegativen reellen Zahlen.

0): Rand der Menge ).

|Q2|: Das Lebesgue-Maf3 der Menge ).

o, O: Landau-Symbole.

(ur), (ug)y, (ur)peyn: Folge mit Laufindex k& € N. Teilfolgen werden wieder

gleich bezeichnet.

Ck(Q): Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf €.
H*(9): Sobolevraum der Ableitungsstufe k& zum Index p = 2.

klassische Losung einer PDE: Die Losung ist von der Klasse C2(€), die Glei-

chung und die Randbedingung ist punktweise erfiillt.

schwache Losung einer PDE: Die Losung ist von der Klasse H'(2), die Glei-
chung ist im Distributionssinne und die Randbedingung ist im Spursinne

erfullt.

Losungen auf allgemeineren Gebieten in drei Dimensionen

Gebiete angeben, sieche [AMO07, p. 180].

Satz 5.1 (Existenz fiir allgemeine Gebiete im Fall n
beschrdnktes Gebiet. Dann gibt es ein \* € [0, A1), so dass genau dann eine schwache

Losung u € Hy(Q) von (3.24) emistiert, wenn \* < X\ < \;.
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